Determinante de Slater

La forma mateméatica mas simple que se puede utilizar para describir una funcién de onda

antisimétrica de N electrones es el determinante de Slater:

Wy >=NHCYD YL (—1)P Py x:(D)xj(2) ... xx(N)| (desarrollo matematico)

Donde P, es la permutacion n del producto de N spin-orbitales ocupados.

A: antisimetrizador del producto de Hartree de N particulas.

W, > = (NDYDA|x(Dx;(2) oo xi (V)|

xi(D es el spin orbital que representa a un electrén cualquiera con coordenadas I,
y A es el operador ANTISIMETRIZADOR. Aqui A, “antisimetriza” el producto de

Hartree de N electrones. Ambas expresiones del determinante son
matematicamente idénticas, corresponden a la combinacién antisimétrica de todas

las permutaciones posibles de un producto cualquiera de n spin-orbitales ocupados,

Resolver y consultar los ejercicios de operador ANTISIMETRIZADOR de la practica,

seriel.

La pregunta es, dada una base de K funciones espaciales, que como vimos conduce

a una base de 2K spin-orbitales

(recordar:

X2, —1(X) = Y () (w) .
=1,2,..., K
X 2.(x) = Y, (r)B(w) } ‘

Convenientemente con K>N, para poder representar una region amplia del espacio de las

coordenadas espaciales,)
como elegimos los spin-orbitales ocupados del determinante de Slater?

Seran aquellos que correspondan a satisfacer el Principio Variacional, es decir que

construyen un determinante ITO} , tal que entre todos los determinantes posibles




de N spin-orbitales elegidos de la base de 2K spin-orbitales, es decir (ZAI,()
determinantes, ]LP°> es el que minimiza la energia

Eo = <q"o|ﬁf|qjo>

La variacionalidad esta en la eleccidon de los spin-orbitales, Eq es funcional de esa

elecccion.

Los N spin orbitales que integran Ilpﬂ) , Y por lo tanto que minimizan la energia
Eo son los llamados OCUPADOS, y los (2K-N) restantes son los VACANTES o
VIRTUALES.
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Cuanto mayor sea el tamafio K del conjunto de funciones espaciales {¥;(r)}x,

mayor es la flexibilidad para encontrar el conjunto de spin-orbitales ocupados que
minimizan Eq= (Pl # W)

Al aumentar el numero K de funciones que representan el espacio de coordenadas
espaciales, se observa, por supuesto, que el valor de Eo disminuye, ya que
aumentamos el espacio de busqueda. Cuando ya la energia no disminuye por
adicion de funciones espaciales, se dice que se alcanzo el limite de Hatree-Fock,
es decir no se puede mejorar la descripcion por adicion de funciones si la funcién

de onda propuesta es un solo determinante de Slater.

EJEMPLO; MODELO DE BASE MINIMA de Ha.

Este ejemplo es solo ilustrativo para fijar ideas, mas adelante haremos las cuentas

concretas y detalladas para hallar el determinante que minimiza la energia de Ha.

Ya que se trata de un sistema de 2 electrones, necesitamos como minimo 2

funciones espaciales diferentes (K=N=2) para representarlos.

Dados 2 orbitales espaciales {¥1 (1), W, (1)}, se obtienen 4 (2K) spin-orbitales:

x1(X} = ¢ (rya(w)
X2(X) = ¥, (r}B(w)
xa(x) = Ya(re(w)
Xa(x) = Yra(r)B(ew)

Mas adelante calcularemos el valor de expectacion del Hamiltoniano en un
determinante y verificaremos que de los 6 posibles determinantes (;) gue podemos

armar, el que corresponden al valor minimo de la energia es

l‘P0> = [XIJ'CI)

es decir 2 electrones con spines antiparalelos en el

mismo orbital espacial.



Hay diferentes representaciones gréaficas alternativas para representarlo:

X3 Xs
I‘lrg) =

X ¥ ¥ Xo

X3 Xa

Siendo la siguiente la mas util para la interpretacion

También la expresion de los spin-orbitales y del determinante admite varias
alternativas en los textos:

It

11(X) = ¥ (rjefw) = Yy

LX) = ¥,0p0) =,
Y entonces el estado de menor energia se escribe

Ian> = ]':bﬂ-b1> = llT}

Il

Representando siempre 2 electrones con spines antiparalelos en el orbital espacial
Y.



Por supuesto, en el modelo de base minima para un sistema con 2 electrones
podemos determinar cual es el determinante variacionalmente Optimo por
inspeccion, es decir hacer el célculo del valor de expectacion del HAMILTONIANO
para los 6 determinantes que podemos armar a partir de 4 spin-orbitales y 2
electrones. (Cuales son los 6 determinantes? describirlos grafica y

matematicamente).

Sabemos que cuanto mayor es el numero de K de funciones espaciales
tenemos un conjunto mucho mas grande, de 2K spin-orbitales para elegir los
mejores ocupados variacionalmente. El modelo de base minima permite ver

como se hacen las cuentas y lograr un calculo preliminar.

Muy pronto aprenderemos cual es el procedimiento para encontrar “los mejores
spin-orbitales” que minimizan variacionalmente la energia, llamado método de

Hartree-Fock.
Estados excitados

Dado un conjunto de 2K spin orbitales, el {yi} estado de Hartree-Fock es

o> = lraxa  zate XND

#Es la mejor aproximacién variacional al estado fundamental de N electrones
representada por medio de UN DETERMINANTE de Slater.#

(2k)!

Dado que 2K>N , el estado de Hartree-Fock es uno de los (21\1,() = NIZK-N)!

posibles estados del sistema. Por ser el de minima energia es conocido como
estado de referencia, y los determinantes restantes se pueden clasificar viendo en

qué difieren del estado [¥, >:

Por ejemplo, una excitacion simple del estado de referencia: ej. Promover un

electron de un spin-orbital ocupado,y, , a un spin-orbital vacante X,

o> = lrixa - e - - XD
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Del mismo modo una excitacion doble que signifique promover 2 electrones de spin-

orbitales ocupados, ¥, ., Xp,6 @ spin-orbitales vacantes y X, Yy Xs:
W) = [xaxa " ot s+ 2wD
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Los (ZI\I,() determinantes, corresponden al estado de minima energia, |¥y >,y

todas las excitaciones simples, dobles, triples,...... etc.

Para poder avanzar es mandatorio aprender a calcular los elementos de matriz del
Hamiltoniano entre determinantes. Su valor de expectacidén en un determinante

representa la energia del sistema en ese estado,
Operadores y elementos de matriz

Supongamos un determinante de Slater

Escrito en la forma

Pk >=NDTYVD L (—1)P P i (D (2) .. xi ()]

0 bien

¥k > = (NDYDA|x (D (2) o 1 ()|

para cualquiera de las 2 expresiones es necesario primero calcular el producto

escalar entre 2 determinantes cualquiera.

-Sean 2 determinantes |¥x >y |¥, >, su producto escalar es

<Welw, > =) A*x(Dx; @) e x| Alxa x5 (2) oo X ()

Ayuda

EET
VNI 2, ()'P=

p=l

.."t =

1
VN!

[1_§p,.,.+zp,.,.k_...]

ik

La sumatoria sobre Pjj, genera todas las posibles permutaciones de 2 electrones,
la sumatoria sobre Pijk, genera todas las posibles permutaciones sobre 3 electrones

y asi siguiendo.



Utilizando las propiedades del Antisimetrizador (seriel, ej, 4)

AT=A v A’=JNA.

< Yl >

- j (DX @) - 26 TaDp (@) oo )1 xa..

= ‘SiaSjb ...... ‘Skm

Ya que la base de spin orbitales es ortonormal, y el producto escalar es un producto

de integrales sobre las coordenadas de cada uno de los electrones, 1, 2,...n,

Por lo tanto, resulta

En la misma guia se muestra que si G es un operador simétrico en las coordenadas

espaciales, como sucede con el HAMILTONIANO (serie 1,)
Utilizando ¥#7 = |x;(Dx;(2) ... xx ()|, (G. Al =0
(6) = (7|6 W) = NKAW? [ 6 | a¥HP)=5p (1" (WP | G [ PwHP)
Y para el Hamiltoniano vale
(H)= (¥ |H|®)= ) D@ |H|pwhr)
Los spin-orbitales son ortonormales,
< x;(r) |)(]-(1') >= §;;, entonces para

(H) = (04) + (0,), con 0, suma de operadores de un cuerpo y 0,, suma de

operadores de 2 cuerpos:




N

] I z
=1 . donde, por ejemplo h(1)= (——V% - Z‘—A)
2 ATia
y { =
(= —zVZ-Y =
2 2 g"m
N N
Cr=3 Y uip)=Y vl,j) N
I=l~l>l 1<y con U{l!.’)zr!:l

Para aliviar la notacion llamemos a los determinantes | K >, | L >, etc



-Operadores de 1 cuerpo

ler caso |K>= |L>
(K> =1{ " stn ">

(01) = (K]0, | K)
=) DMk oy [Py = Z(—l)‘”

N
< KHP | z h(i) | PKHP >
i=1

N

-3

i=1

<KHP | h(D)| ) (-1)PPKHP >
2.

< x| h) | x: (1) >

<(xx;@ - 1) RO | xa(Dx6(2) 2 (D) > =
< x| xa() >< ;@) [ 1,2 > - < 1) | R | 10 () >.
<) | 220 >= 8168 . < 1y, (D) | h (D) | xa (D) >+ 84y =

<0 [r@ @ >
Por cada electron i la contribucion es la misma, dado que son N

electrones indistiguibles, el resultado es Y'Y, < x;(1) | h(1) |)(i(1) >



2do caso, |K >y |L > difieren en un spin orbital, por ejemplo uno es excitacion

simple del otro. Por ejemplo los spin orbitales
IL> = | Xptn™ ">
(01) = (K| 04] L)
=D DK 01 [PL?) = < (1) | R(D) | 2, (1) >

La deduccidén es la misma que en el caso anterior, con la ventaja

que aqui hay un spin orbital vacante ( x, ) en todas los

contribuciones del detalle , sobrevive s6lo un

< xm(D | h(1) |)(p(1) >  ya que para los restantes siempre hay

unag;, = 0, para i#m

3ercaso |[K>y |L > difieren en 2 spin-orbitales, por ejemplo uno es excitacion

doble del otro.
|L>=""x;rXi;'.'>
(01) = (K|04|L)
= zp(—l)“’(K"” |04 | PLHP) = < (D) | R(D) | 1, (D)

>< xa(D) | x,(1) >=10

dado que < y,(1) |)(q(1) >= 8,4 = 0, dado que uno es ocupado y el otro

virtual.



A | .,
-Operador de 2 cuerpos, 0, = YV | Z}\;iv(l,]) = EZ?’ZI Z}V v(i,j)
ler caso |K>= |L>

(02) = (K| 02| K)
= > “DFKH"| 0y | PKP)

22( 1P < KHP IZZv(z P P>

i=1 j

N
z < KHP | (i, )) | Z(—l)PPKHP >=
J P

N =

m(Dxa(2) [ v(1,2) | xm(Dxa(2)

= iNM= ~

Il
N =

1]
[
=
H#
3

Xm D2 [ v(1,2) | 20 (D xm(2) > ]

V
/\ 3

Para un par de electrones i,j cualquiera (por ejemplo electrones 1y 2)

el detalle para cada permutacion P es:
<m0 (2) - 2) | v(1,2) | xa Wx5(2) o 2 (1)) > =

< XmWxn(2) [v(1,2) | (D xn(2)
> =< Xm(Dxn(@) [v(1,2) [ xa W xm(2) >< 1:3) | x2(3) >
< Xa@® [ xe@® > . <) | x,(n) >
=< XmWxn(2) [v(1,2) | (D) X0 (2)
> =< Xm(Dxn(@) [v(1,2) | x0(DXm(2) > 814806 v 81z =



< XmWXa(2) | v(1,2) | X (D) xn(2)
> =< xm(Wxn@) [ v(1,2) | u(Dxm(2) >

A partir de aqui, nuevamente aplicamos I mismareceta para calcular

2do caso, K >y |L >. Difieren en un spin orbital (m-2p)
LY =1 g >

(0,) = (K| 0, L)

=) DMK 0, | PLMP)
P
N

= Z [< XmWxn(2) [v(1,2) | x, W xn(2)

nxm

> —< xm(Dxn(2) | v(1,2) | xo Dy, (2) > ]

3ercaso K >y | L > difieren en 2 spin-orbitales, por ejemplo uno es excitacion

doble del otro.
IL> =1 2ty = >
(0;) = (K| 0, |L)
= (DK 0z | PLAP)
= [< Xm (DX (2) [v(1,2) | 2, (Vg (2)
> =< Xm(D¥R(2) [v(1,2) | x,(Wx,(2) > ]

Si los determinantes difieren en 3 electrones, es decir uno es excitacion triple del

otro, ya (0,) = (K | 0, |L) = 0 (demostrarlo como ejercicio)



Para el caso del Hamiltoniano el operador de 2 cuerpos que nos interesa es la
- - —_ l
. 2 . & = F
repulsion electronica. {1, -’) 1)

En este caso las cantidades del tipo < x;(1)x;(2) | v(1,2) | Xk x:(2) > que

nos interesan, son las llamadas integrales bielectronicas que se escriben, en

notacion rapida:

Gf|kly = A [y = _rdxz dx, XFEX 2y (X r 2 XX ) 2)

Es sencillo verificar que

K|k = <iltky  Gij [kt = < |if>*

; y también en notacién répida

usamos:

Gty = <[ty — i [th
= Idx1 dx, X?‘lxr)Xf(K:e)?'le(l — )X ha(x2)

Donde P4, es el operador de permutacién de coordenadas entre las particulas 1y

2. Ver que
Cij|lkky =0
Finalmente escribamos el valor de expectacion del Hamiltoniano
N l N N — EK
KK|#|K> = (K|Oy + O5|K) =Y <m|H|m) + 3 Y ¥ (mnf [mnd
» M n
energia Ex del sistema en el estado | K >

En todas las expresiones de evaluacion de valor de expectacion del

HAMILTONIANO, energia del sistema en determinado estado, por ejemplo el de




referencia, las integrales y sumatorias son sobre TODOS los spin-orbitales {| m>}

ocupados



